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Аннотация. Предлагается решение проблемы разложения элементов 

подгруппы 0,1-матричной группы через ее образующие, получаемые из нулевой 
матрицы путем замены ее подматрицы на фиксированную матрицу. 
Доказываются теоремы о единственности разложения элементов в таких 
подгруппах и условиях их изоморфности. 

Ключевые слова: матрица, группа, порождающие элементы группы, 
алгоритмическая проблема для групп. 

Abstract. Proposed solution to the problem of decomposition of elements of the 
subgroup 0,1-matrix of the group forming subgroups derived from the zero matrix by 
replacing its submatrix of a fixed matrix. We prove a theorem on uniqueness of 
decomposition of elements in these subgroups and they were isomorphic. 

Key words: matrix, group, generating elements of groups, algorithmic problem 
for groups. 

Вступление. Одной из алгоритмических проблем конечно-порожденных 
групп является проблема разложения, которая заключается в том, что нужно 
найти алгоритм, по которому любой элемент группы можно выразить через ее 
образующие. Для ряда групп можно предложить однотипное решение, требуя 
от образующих группы определенное строение. Целью статьи является 
предложение решения проблемы разложения для подгрупп 0,1-матричной 
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группы, которые порождаются матрицами, получаемые из нулевой матрицы 
путем замены ее подматрицы на фиксированную матрицу. 

Основной текст. Пусть }1;0{2 =Z  и 01100 =+=+ , 10110 =+=+ . Тогда 
);( 2 +Z  ‒ абелева группа. Аддитивную группу всех матриц размерности nm×  с 

элементами из группы 2Z  с нулевой матрицей Θ  обозначим )( 2ZM nm× . Такую 
группу называют 0,1-матричной группой или группой 0,1-матриц. 

Пусть )( 2ZMX k×∈
  и )( 2ZM nm×∈Θ , где m≤  и nk ≤ . 

Пусть i  и j  – натуральные числа такие, что mi ≤+− 1  и nkj ≤+−1 . 

Символом )(, XjiΘ  обозначим матрицу из )( 2ZM nm× , которая получается из 
матрицы Θ  путем замены в ней подматрицы, верхний левый угол которой 
совпадает с );( ji -элементом, на матрицу X . Рассмотрим в группе )( 2ZM nm×  

подгруппу )(XΘ , порожденную матрицами )(, XjiΘ , где }1;;2;1{ +−∈  mi  и 
}1;;2;1{ +−∈ knj  ; )(;);()( 1,11,1 XXX knm +−+−ΘΘ=Θ



 . Число образующих 
группы )(XΘ  равно )1)(1( +−+− knm  . 

Например, если )()111( 21 ZMX k×∈=  , то knRX ,)( =Θ  ‒ группа матриц-

строк [1;3]; если в матрице )( 2ZMX k×∈
  элементы равны 1, то 

k
nmSQX ×

×=Θ )(  
‒ группа матриц-квадратов [2;4]; )()( 2ZMX nm×=Θ , если )()1( 211 ZMX ×∈= . 

В дальнейшем будем придерживаться введенных выше обозначений. 
Теорема. В группе )(XΘ  для произвольной матрицы X  каждая матрица 

имеет единственное разложение через ее образующие. 
Доказательство. Пусть )(XA Θ∈  и 

)()()( 2211 XXXA uuβαβαβα Θ++Θ+Θ=  , 
)()()( 2211 XXXA vvδγδγδγ Θ++Θ+Θ=  , 

где )}1)(1(;;2;1{, +−+−∈ knmvu  , 
}1;;2;1{,,,,,,, 2121 +−∈  mvu γγγααα , 
}1;;2;1{,,,,,,, 2121 +−∈ knvu  δδδβββ , 

);(,),;(),;( 2211 uu βαβαβα  , так же как и );(,),;(),;( 2211 vv δγδγδγ  , ‒ 
попарно различные пары. 

Будет считать, что 
);();();( 2211 uu βαβαβα   и );();();( 2211 vv δγδγδγ  , 

где   ‒ лексикографический порядок на парах натуральных чисел. 
Если предположить, что );();( 1111 δγβα ≠  и );();( 1111 δγβα  , то, используя 

первое разложение, );( 11 βα -элемент матрицы A  равен 1. Используя же второе 
разложение этой матрицы, этот элемент равен 0. Приходим к противоречию. 
Тогда 
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)()()( 2211 XXXA uuβαβαβα Θ++Θ=Θ+  , 
)()()( 2211 XXXA vvδγδγβα Θ++Θ=Θ+  . 

Аналогично рассуждая, получаем, что 
vu =  и );();(,),;();(),;();( 22221111 uuuu δγβαδγβαδγβα ===  . 

Следовательно, матрица A  имеет единственное разложение.  

Отсюда получаем, что 
)1)(1(2|)(| +−+−=Θ knmX 

 ‒ порядок группы )(XΘ . 
Теорема. Пусть )(, 2ZMYX k×∈

 . Тогда группы )()(),( 2ZMYX nm×⊆ΘΘ  
изоморфны. 

Доказательство. Изоморфизм )()(: YX Θ→Θϕ  задается равенством: 

∑ ∑∑ ∑
+−

=

+−

=

+−

=
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=
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где 2Zij ∈ε  для всех }1;;2;1{ +−∈  mi  и }1;;2;1{ +−∈ knj  .  
Решение проблемы разложения для группы )(XΘ  следующее. 
Пусть )(XA Θ∈  и Θ≠A . В матрице A  определяется );( 11 βα -элемент, 

равный 1, что для всех пар );( βα , меньших );( 11 βα  относительно порядка  , 
все );( βα -элементы матрицы A  равны 0. Затем аналогично находится );( 11 βα -

элемент матрицы )(11 XA βαΘ+  и так далее. На некотором этапе получается: 
Θ=Θ++Θ+Θ+ )()()( 2211 XXXA uuβαβαβα  , 

откуда )()()( 2211 XXXA uuβαβαβα Θ++Θ+Θ=   ‒ искомое разложение. 
Пример. Пусть )( 233 ZMX ×∈ , )()( 264 ZMXA ×⊂Θ∈  и 

=X  
1 1 1 
1 0 1 
1 1 1 

 

=A  

1 1 0 1 1 0 
0 0 0 1 1 0 
0 0 1 0 1 0 
1 0 0 1 0 0 

 

Группу )(XΘ  образуют 8 матриц, поэтому 256|)(| =Θ X . 
Найдем разложение матрицы A  в этой группе. 
Так как в матрице A  левая верхняя 1 совпадает с ее )1;1( -элементом, то 

матрица )(11 XΘ  будет входить в искомое разложение. При этом: 
=Θ+ )(11 XA  

= 

1 1 0 1 1 0 

+ 

1 1 1 0 0 0 

= 

0 0 1 1 1 0 
0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 
0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

В получившейся матрице левая верхняя 1 – это )3;1( -элемент. Тогда в 
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разложение матрицы )(11 XA Θ+  входит матрица )(13 XΘ  и 
=Θ+Θ+ )()( 1311 XXA  

= 

0 0 1 1 1 0 

+ 

0 0 1 1 1 0 

= 

0 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 
1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

Матрица )(21 XΘ  входит в разложение матрицы )()( 1311 XXA Θ+Θ+  и 
=Θ+Θ+Θ+ )()()( 211311 XXXA  

= 

0 0 0 0 0 0 

+ 

0 0 0 0 0 0 

= 

0 0 0 0 0 0 
1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 
1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 
1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 

Получили: )()()()( 22211311 XXXXA Θ=Θ+Θ+Θ+ , отсюда 
)()()()( 22211311 XXXXA Θ+Θ+Θ+Θ= . 

Разложение содержит 4  матрицы. При этом: )2;2()1;2()3;1()1;1(  .  
Заключение и выводы. Выяснены свойства подгрупп группы 0,1-матриц, 

образованные матрицами определенного вида, связанные с числом разложений 
элементов, им принадлежащие, и их порядком. Указан алгоритм решения 
проблемы разложения для таких подгрупп. 
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